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УРАВНЕНИЯ ТЕХНИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ДВИЖЕНИЯ СЛОИСТЫХ КОМПОЗИТНЫХ 
ОБОЛОЧЕК С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ.
Ботогова М.Г.
The governing equations of free vibrations of thin composite laminated cylindrical shell with variable parame­
ters are obtained.
Постановка задачи и основные гипотезы. Будем считать, что оболочка пологая и со­
ставлена из N  изотропных вязкоупругих слоев, характеризующихся переменной толщиной 
hk{ai,a2), модулем Ю нга^’*, плотностью рк, коэффициентом Пуассона Vk , модулем попереч­
ного сдвига Gk..
В качестве исходной поверхности примем срединную поверхность какого-то слоя, ко­
торую отнесем к криволинейным ортогональным координатам a^ = Rs, = R 6 . Здесь R -  
радиус цилиндра исходной поверхности, в, s -  окружная и продольная координаты соответ­
ственно.
Введем следующие обозначения:
безразмерные жесткостные характеристики к-го слоя:
_ ^  (^1 ’ ^ 2 У-к ^  К  (^1 ’ ^ 2 У-1
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*=1 1 - К
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где Ki^{s) -  ядро релаксаций напряжений материала для к-го слоя; 
приведенный коэффициент Пуассона
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осредненныи модуль упругости
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Тогда из равенств (1)-(3) имеем 
£^йД а,,а2)с^ _ Е{а^,а2)к{щ,а2)
1 -v l 1 - у ( а , ,а 2 ^
Ук- (4)
Будем считать, что выполняются гипотезы теории слоистых оболочек, сформулирован­
ные Э.И. Григолюком и Г.М. Куликовым [1]:
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1. Поперечные касательные напряжения изменяются по толщине к-ого слоя оболочки 
по заданному закону где
foiz) =
/г^ (а ,,а2 )
(г -5 о (а ,,а 2 ) ) (5 д ,(а ,,а 2 ) -г ) , z€  [5о(а,,а2),5д,(а,,а2)},
Л  ( z )  =
И^{щ,а2)
(z -  5^_, ( а , , tt2 ))(б^ (а,, tt2 )-  z); z € [5^_, ( а , , а 2 ), 8^ (а,, а 2 )].
Здесь 5^  ^(«1 ,СХ2) -  расстояние между исходной поверхностью и верхней границей 
к - ого слоя.
2. Нормальные напряжения, действующие на площадках, параллельных исходной по­
верхности, пренебрежимо малы по сравнению с другими компонентами тензора напряжений.
3. Тангенциальные перемещения распределены по толщине пакета слоев согласно 
обобщенной кинематической гипотезе Тимошенко:
,«2 ,z) = М, (а , ,« 2) + г0 , («1 ,« 2) +.? (z)'!', («1 ,tt2) .
функции определены в монографии [1].
4. Прогиб не зависит от поперечной координаты «з.
Вывод уравнения: Принимая во внимание принятые выше гипотезы, перемешения за­
пишем в следуюшем виде [1]
= и- -  ZW . + g(z)v,-,
где
= i^j + zKy + V^.; ą.j = /о (zV,-.
-^7 ^
V<7 2 (v/.7  + ^ 7 ./ )  ’ ~^ ,ij ’ j  = 1 ’2-
(5)
(6)
Здесь дифференцирование по координате а, обозначено нижним индексом после 
запятой.
В теории упругих оболочек уравнения состояния имеют вид [1]:
'  1 - V ?
(7)
S E y  =  ( 1  -  v ( a i , a 2) )  8 у  -I- У ( а ь а 2 ) 5 у  (е ц  + £22),
5у -  символ Кронекера (6„ = 1; 5у = 0 ,іФ  j).
Принимая во внимание вязкоупругие свойства материала, уравнения (7) могут быть пере­
писаны в виде
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1 - v
(8)
(z) = Z -  iKj^it -  5')z(5)d5 . 
0
(9)
Удельные мембранные усилия и изгибающие моменты определяются стандартным спо­
собом [1]:
N S*(ai,a2) N біЦ.аг)
T . j ^ T  Jo^dz, M,j = Z  |za,.dz . (10)
*='5*-i(ot|,a2) *=16*_|(a,,a2)
В дополнение к классическим силам и моментам изотропной теории оболочек, обоб­
щенные удельные силы б, и моменты Ljj можно представить следующим образом [1];
N S*(«i-02) N Sjaj.aj)
Qi = Z  J/o (z)o ,3dz, Lij = Z  ]g(z)Cydz .
*=lS*-i(a|.“2) *=>8t-i(a,,a2)
( 11)
Для исследования свободных колебаний положим
(т;^ ,М у , Ly, е , , к^., \1/J  {Ту,Му, L'y, Q', 4 , \^'у). Далее щтрих будет опущен.
Принимая во внимания уравнения (4), (5), (8), (10), (И ), получим следующие выра­
жения для усилий и моментов
Т =IJ
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(14)
где
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J-^^(a,,a2K =  І g'^{z)dz, = ]zg{z)iz,
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Здесь л:,^,Я2к ,Яз^ /- ,з ^;,2Т і ],г і25'Пз - функции, зависящие о т  а і ,  а г .
Следуя [1], введем обобщенные перемещения м, и деформации e^ j
Ul = м ,-^ /гС ]з^ ,-^ /гс ,2 \1 /,.
Тогда уравнение (12) можно переписать в виде
(1 5 )
(16)
Рассмотрим следующее преобразование [1]:
^ i j = ^ i j  -  j  ^ СізТ’у , Ay = -  i  h c i 2 T i j . (17)
Из соотношений (12)-(14), (18) следуют формулы для приведенных удельных моментов
Л/:: =■ Eh'
12
+Tl2S\l/y), (18)
U  =•
Eh'
12
(rijSKy+T|,S\j/,J,
Уравнение для поперечных удельных сил может быть переписано как
G, (19)
G =
N
I
к=\
(  л2 ^-|2
V к^к
N
I
к=\
2 Л1-
V
N ~ 
к=\/^кк
к^к J
84(01,02)
К =  І  / o A z ) d z ,  jfk{z)fn{z)Az {п = 0 ,к ) ,
Vl(«l-«2) 54-1(01,02)
^к -  ^к^к • (20)
Величина G^ . = £'^,/[2(1 + )] является модулем сдвига к - ого слоя.
Для вывода уравнений свободных колебаний воспользуемся вариационным принципом
h
Гамильтона J(6l/- 8 7 ’) й(у = 0. (21)
1 6 6
w ,  8Т являются вариациями потенциальной и кинетической энергией соответственно. Вы­
полняя обычную процедуру вычисления вариаций в (21) можно получить уравнения в терми­
нах удельных напряжений и приведенных моментов:
TuA+T2i,2=0, (22)
^/,1 ^ i,2  ~ Qi > i -  1 > 2,
М ц 1] + 2 M i2 12 + л/ 22,22 \
/?2(а2)
 ^ Т22+^^
f  N \
\к=1 )
w = 0.
(23)
(24)
Используя выражения (5 ), (15) получим уравнения совместности деформаций
h  1,22 “  2^12 12 + 2^2,11 -  -^ 2 ^,11- (25)
Представим силовую функцию F таким образом, чтобы
(26)
Выражая обобщенные деформации посредством силовой функции и подставив их в 
уравнение (25), получим уравнение
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